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димости (ВТСП) создало предпосылки примене-
ния этого эффекта в простых и удобных датчиках 
уровня (ВТСП - уровнемерах) нового типа для 
широкого круга криогенных жидкостей [1,2]. В 
этих работах приведены конструкции и результаты 
испытаний таких датчиков на базе серийно выпус-
каемых ВТСП – проводников. Было отмечено, что 
при этом наблюдаются заметные потери криожид-
кости. Задачи минимизации потерь криожидкостей 
и оптимизации конструкции ВТСП-уровнемеров 
на базе промышленных серийно выпускаемых 
ВТСП проводников потребовали детально рас-
смотреть физику их тепловых процессов, опреде-
лить условия и ограничения применимости таких 
датчиков. 
Для решения этих задач была разработана 
физико-математическая модель тепловых процес-
сов в двух типах датчиков уровня: открытого без 
несущего керамического стержня и закрытого, 
двойного хода с керамическим стержнем. 
Для этих моделей были сформулированы гра-
ницы работоспособности. При формировании мо-
делей ВТСП-датчиков были учтены нижеследую-
щие особенности:  
- технологические: конструкция и состав ма-
териалов провода, особенности покритий (коэф-
фициент заполнения) и др; 
- конструктивные: размеры, длина датчика, 
число заходов, особенности монтажа, наличие ке-
рамического корпуса и изоляции и др.; 
- режимные: температура, условия теплооб-
мена и др.  
 
II. ОПИСАНИЕ КОНСТРУКЦИИ МОДЕЛИРУ-
ЕМОГО ДАТЧИКА 
 
На рисунке 1 схематично изображена кон-
струкция ВТСП-датчика уровня открытого типа и 
способ его размещения в криогенной емкости. В 
качестве чувствительного элемента датчика слу-
жит вертикальный отрезок ВТСП- провода диа-
метром 0.4 мм, закрепленный между днищем и 
пробкой емкости. В экспериментах высота Н со-
ставляла 250 мм. Данная схема использована в 
работе при моделировании такого ВТСП-
уровнемера. При работе ВТСП датчик условно 
можно разбить на три участка, отличающихся 
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условиями теплообмена на поверхности чувстви-
тельного элемента: адиабатный участок и два 
участка теплообмена с газообразным и жидким 
криопродуктом. Провод рассматривается как 
стержень малого поперечного сечения (l/d >> 1).  
Верхний конец чувствительного элемента 
(провода) (Х =0) находится в контакте с окружа-
ющей средой. Нижние участки провода (II,III), до  
уровня X3 находятся в  тепловом контакте с крио-
агентом. На уровне от Х3 до Х2 чувствительный 
элемент охлаждается жидкостью (участок III ), на 
уровне X1< Х <X3 парами криоагента (участок II).  
В качестве криоагента могут использоваться 
такие ожиженные газы как: аргон, кислород, азот, 
воздух. В настоящей работе с учетом  безопасно-
сти и доступности использовался жидкий азот и 
для него проведены все расчеты и сопоставления.  
По стержню пропущен измерительный посто-
янный ток (I0.1 A), падение напряжения от кото-
рого даёт представление о длине резистивного 
участка, и высоте уровня заливки криоагента. Ток 
I приводит к омическим тепловыделениям в про-
воде, которые отводятся к  криоагенту, испаряя 
его. На участке, где температура сверхпроводника 
ниже температуры фазового перехода в сверхпро-
водящее состояние сопротивление току отсутству-
ет. 
 
II. УРАВНЕНИЕ НЕСТАЦИОНАРНОЙ ТЕП-
ЛОПРОВОДНОСТИ ДЛЯ ЧУВСТВИТЕЛЬНО-
ГО ЭЛЕМЕНТА ВТСП ПРОВОДА. 
 
С учетом сформулированного выше условия 
одномерности задачи уравнение нестационарной 
теплопроводности для чувствительного элемента 
ВТСП провода-стержня записывается [3]:  
 
Рисунок 1 - Модель ВТСП датчика уровня  
криожидкости (на примере азота). 
 




















  (1) 
Уравнение (1) включает нестационарный, 
диффузионный и источниковый члены. 
Там, где теплообмен на поверхности отсут-
ствует (рисунок 1, участок I) в уравнении (1) ис-
ключается соответствующий тепловой поток (=0) 






















  (2) 
На верхнем конце провода присутствует теп-















(граничные условия 2-го рода для I участка). 
Теплообмен и граничные условия на поверх-
ности II и III участков чувствительного элемента 
описывались граничными условиями 3-го рода. На 





, на участке охлаждения жидко-




, что рассчитано, 
согласно данным [6].  
Суммарный тепловой поток вдоль стержня 
(qv) складывался из двух слагаемых: внесенной 
теплоты из окружающей среды и Ленц-Джоулевых 
резистивных тепловыделений по длине стержня:  





где qВН – внешний теплоприток в стержень в т. 
Х=0 (рисунок 1); qЭЛ – внутренний источник джоу-
левой теплоты, Вт 
 
Допущения и обозначения принятые при 
моделировании: 
Tа – температура среды (77 K для жидкого азота и 
атмосферном давлении); 
  теплопроводность материала стержня [5], 
Вт/(м∙К); 
С – теплоёмкость материала стержня [5], 
Дж/(кг∙К);  




Р  – периметр сечения стержня, P =   d; 
  коэффициент конвективной теплоотдачи с по-
верхности стержня  в среду, Вт/м
2
; 
I – электрический ток по ВТСП:  I=0.1 A; 
X – координата;  
эл  – электропроводность материала оболочки 
ВТСП, является функцией температуры [5],  Омм; 
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S – площадь поперечного сечения стержня, м
2
: 




d – диаметр стержня, мм  (Таблица 1 ); 
Кз – коэффициент заполнения, (Таблица 1 ). 
Геометрические предпосылки: 
Длина стержня: H =  0.25 м; 
Рабочая длина стержня (ВТСП датчик, армирован-
ный серебром): 
L = X3= 0.2;  
Длина теплоизолированной области I: X1= 0.05; 
Длина II области теплообмена (пар):  
(X1…X2) :  0…(Lh); 
Длина III области теплообмена (жидк):   
(X2…X3): h = 0…L; 
 
Высота участка II изменяется в зависимости 
от высоты столба криоагента: 
- максимальное значение: Ll max2  (h=X1) 
- минимальное значение: 0min2 l  (h =X3   L – X1) 
-  = П – граничные условия 3-го рода. 
 
Участок  III.  
- температура в т. X3 равна TN2= 77 К , примем что 
условия теплообмена  адиабатные; 
 = Ж – граничные условия 3-го рода. 
 
Численная, расчетная модель для  ПЭВМ 
представляет собой систему следующих уравне-
ний (3): 
- одномерное  уравнение стационарной теплопро-
водности стержня диаметром D, c известными 
граничными условиями II и III рода, сформиро-
ванная на основе уравнения (1);  
- уравнения расчета источникового члена, вклю-
чающего внутренние тепловыделения от конвек-
тивного теплообмена и резистивных потерь. 
- закон Ома для расчета падения напряжения по 
длине стержня; 
   
   
































































     (3) 
где (T) – температурная зависимость теплопро-
водности материала стержня; S – эффективная 
(теплопередающая) площадь  сечения стержня; 
q (x) – удельная плотность тепловыделений в 
стержне; k – коэффициент теплопередачи оболоч-
ки (корпуса) стержня, приведенный к наружному 
диаметру (D) стержня; Tc – температура среды; 
U – напряжение на концах стержня; I – ток изме-
рения. 
Для решения системы нелинейных уравнений 
(3) численным методом осуществлялось разбиение 
стержня на n-ое количество участков (в нашем 
случае n=125). Каждый i – участок c координатой 
X(i) имеет соответствующую ему температуру 
поверхности T(i) (рисунок 2). Для решения чис-
ленным методом система (3) была приведена к 
«линейному аналогу». Полученная система линей-
ных уравнений решалась на ПЭВМ.  
 
Рисунок 2  Вид кусочно-гладкой функции и  
обозначения узловых точек. 
 
Линейный аналог первого уравнения модели 
(3) получается его интегрированием по элементар-





















          (4) 
Интегрирование левой части уравнения теп-
лопроводности (4) выполняется с использованием 
кусочно-гладкой функции  температуры, вид кото-
рой приведен на рисунке 2. 
Линейная аппроксимация на границе позво-
ляет описать тепловые потоки на гранях Qs и Qn 
выделенного объема: 















































         (5) 
где для описания теплового потока на грани ис-









  , 
где i – усредненное на грани значение коэффици-
Холодильна техніка та технологія, № 6 (152), 2014 
____________________________________________________________________________________________________ 
62 © М.А. Колосов, В.Ю. Емельянов, 2014  
ента теплопроводности; S – эффективная (тепло-
передающая) площадь сечения стержня; X – 
«шаг» по  координате. 
Интегрирование источникового члена выпол-






































  (6) 
Математически модель реализуется с помо-
щью конечно-разностного метода интегрирования 
по элементарной ячейке [5].  
Правые части выражений (5) и (6) подстав-
ляются в уравнение (4) и после преобразования 
получается дискретный аналог уравнения тепло-
проводности: 














После раскрытия скобок и  группировки сла-
гаемых получим окончательный вид линейного 
аналога: 





































Уравнения (7) для всех ячеек стержня решаются 
совместно численным методом. Коэффициент теп-
лопроводности на границе аппроксимируется вы-
ражением: i = f (0.5(Ti +Ti+1)) – что подходит для 
равномерной сетки разбиения при малых градиен-
тах температур. 
Для точного моделирования датчика 
U-образного типа необходимо учесть влияние теп-
лопередачи через корундовую «соломинку», от 
ВТСП проводника с температурой Ti (рисунок 3) к 
охлаждающей среде с температурой Tc. Для этого  
осуществим  упрощение геометрии стержня и схе-
матизацию конструкции керамической  «соломин-
ки». 
















































































газовый зазор в датчике – 0.2 мм. 
 
Связь удельного потока на поверхности  с ин-
























































Рисунок 3  Чертеж керамического (корунд) стер-
жня (2-х канальная соломка) в котором коаксиально  
размещены ВТСП проводники с газовым зазором 
(0.2 мм). 
 
В данной конструкции моделью механизма 
теплопередачи от ВТСП является многослойный 
стержень с газовым коаксиальным зазором. 
Удельный (на 1 погонный метр длины) теп-
ловой поток в многослойной цилиндрической 
стенке стационарных условиях описывается урав-
нениями [5]: 
 тепловой поток от проводника в газовый зазор 
  11 Cc TiTDq   ; 

















2 21 ; 
   1122.0 KCC TTDq   ; 
 поток через цилиндрическую стенку корпуса 
датчика 
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к  теплопроводность керамики корпуса датчика 
(«корунд») 
 HkCср TTDq  23 . 
Преобразуя систему, получим связь k – 
условного коэффициента теплопередачи много-
слойной конструкции ВТСП датчика с градиентом 




























































Решение вышеизложенных уравнений осу-
ществлялось с помощью программы, написанной  
на языке Фортран для IBM PC/AT. Были промоде-
лированы 2 образца ВТСП датчиков различных по 
конфигурации, исполнению, типу ВТСП (табли-
ца 1). 
 
Таблица 1  Параметры исследуемых образцов ВТСП.   
Параметры образцов 
Тип ВТСП 
Образец № 0 Образец № 2 
Bi 2212 Bi 2223 
Температура перехода, Tq [К] 82…85 110 
Коэффициент заполнения, Кз 0.3 0.4 
Диаметр проводника,  D, [мм] 0.4 0.3 
Число ВТСП жил 16 61 
Конфигурация ВТСП проводника линейная U – образная  
Фактическая длина ВТСП проводника, [мм] 200 285 
Материал оболочки Ag (99,9 %) 
 
 
ІІІ. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ И ОБ-
СУЖДЕНИЕ 
 
При моделировании  коэффициент теплоотда-











9006.6  .   
Следует отметить, что моделирование по рас-
смотренной выше модели на ПЭВМ, показало,  что 
изменение обоих коэффициентов конвективной 












170015  ) незначительно 
повлияло на характер приведенных в настоящей 
статье зависимостей, что с одной стороны под-
тверждает порядок величин определенных в по 
методике [5], а с другой указывает на существенно 
большее влияние осевой теплопроводности сереб-
ра и температуры оси стержня. на зависимости.  
Адекватность полученной модели подтвержда-
ется результатами экспериментальных измерений. 
Сопоставление эксперимента и расчета представ-
лено на рисунке 4. Точность совпадения экспери-
ментальных и расчетных данных составляет не 
более 4% в средней части и не более 13.5% на кон-
цах. 
Несовпадение на концах можно объяснить 
следующим образом:  
Участок справа (максимальный уровень крио-
агента): образец №2. Отличие вызвано тем, что 
температура конца стержня ниже температуры о.с. 
(в силу поступления холода по оси стержня ); для 
образца №0 такого не наблюдается т.к. конструк-
ция его такова, что его верхний участок находится 
в парах криоагента и от о.с. он изолирован пробкой 
(рисунок 3). 
Участок слева (минимальный уровень хлада-
гента): образец№2. Отличие вызвано тем, что в 
области 0…1.5 см. он ведет себя как резистор, т.е. 
при исчезновении сверхпроводимости  измеряется 
напряжение на сопротивлении по всей длине се-
ребряной оболочки ВТСП проводника.  
Полученные  изотермы температур  поверх-
ности датчика при максимальном и минимальном 
уровнях заполнении приведены на Рис. 5. 
Полученное в результате расчета распределе-
ние температур (Рис.5).  по длине ВТСП провод-
ника позволило оценить градиент температур t. В 
нашем случае t порядка 25…70 град., что указы-
вает на пленочный режим движения жидкости/газа 
при теплообмене стенки ВТСП проводника с из-
меряемым веществомкриоагентом.  
Хорошее совпадение расчетных и экспери-
ментальных данных в основной рабочей зоне го-
ворит об адекватности модели поставленной зада-
че. 
Это позволяет заменить инструментальные  
измерения теплофизических параметров ВТСП 
проводника компьютерным моделированием, что 
снижает трудо- и материальные затраты. 
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Рисунок  4   Зависимость напряжения (U) на концах датчика, в зависимости  
от высоты (h) уровня жидкого азота (toc=+20 C, I = 100 мА). 
Рисунок 5   Распределение температур (T) по длине (l) ВТСП датчиков  
(образец №0 и №2), при максимальном (h=200) и минимальном (h=0)  

















Рисунок 6   Зависимость тепловыделений(Q) в измеряемую среду  
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Представляет интерес исследовать зависи-
мость фактической границы перехода в нормаль-
ное состояние от уровня заливки криоагента. В 
идеальном датчике с минимальной осевой тепло-
проводностью они совпадают. В рассмотренных 
образцах длинномерных ВТСП из-за высокой теп-
лопроводности серебра, а также её зависимости от 
температуры эта характеристика носит нелиней-
ный характер. В области I  характеристика с h=200 
до h = 97.7 имеет пологий спад, вызванный тем, 
что фактический уровень перехода в сверхпрово-
дящее состоянии ВТСП находится под (ниже)  
уровнем заливки (играет роль осевая теплопро-
водность серебра, транспортирующего тепло из 
о.с.). При уровне менее h=97.7  и до h= 9.5 часть 
тепла из о.с. рассеивается конвективно в пары 
криоагента (азот в нашем случае) и геометриче-
ский уровень перехода находится над уровнем 
жидкости. Точка h=97.7 является точкой перегиба 
и различная крутизна кривой «заливка» на участ-
ках I и II объясняется различием коэффициентов 
теплоотдачи в пар и жидкость. 
На участке III температура по всей длине 
ВТСП выше критической (Tc=110 K) и поэтому в 
этом случае сопротивление по ВСЕЙ длине ВТСП 
проводника носит резистивный характер   внут-
ренние  тепловыделения максимальны. 
 
В результате компьютерного моделирования 
по вышеупомянутой программе удалось устано-
вить, что используя  «соломку» большей толщины 
на определенном участке (рисунок 7),  мы получа-
ем датчик с резко выраженной нелинейной харак-
теристикой (рисунок 8). Данная особенность поз-
воляет  использовать рассмотренный ВТСП датчик 
в системах автоматического заполнения уровня 
релейного типа. 
 
Рисунок 7  Внешний вид измененной конструкции 
датчика, имеющего релейную характеристику. 
а – обычный, б – модифицированный (релейный) 




















Созданная математическая модель работы 
ВТСП уровнемера и сравнение с эксперименталь-
ными данными на атмосферном сосуде Дюара с 
жидким азотох позволило с точностью до 14 % 
построить рабочую (вольт-линейную) характери-
стику уровнемера. Использование математической  
модели также позволило:  построить распределе-
ние температур по длине стержня; сформировать 
ВТСП датчик уровня с релейной характеристикой; 
определить вносимые в криогенную среду тепло 
при  использовании терморезистивного метода. 
Приведенные результаты моделирования по-
казали, что созданная модель, описывающая про-
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и для расчета характеристик ВТСП уровнемеров 
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MATHEMATICAL MODELING OF HTS WIRE GAUGE OF CRYOGENIC LIQUIDS 
 
One-dimensional transient thermal model of the lengthy HTS conductor using thermoresistive ef-
fect to measure the level of cryogenic liquid was created. Resulting model made it possible to de-
termine the distribution of pacetures along the length of the HTS conductor and other characteris-
tics. The comparing-of calculated and experimental data obtained at an atmospheric dewar with 
liquid nitrogen was carried out. 
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